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1. （15 分）设 G＝{所有整数的集合}。对 G 规定 

          3a b a b    

证明 G 关于运算 构成群。 

证明: (1)对任意整数 a,b, 3a b  为整数,所以运算封闭. 

     (2)任取 a,b,cG, ( ) ( 3) 6a b c a b c a b c        

( ) ( 3) 6a b c a b c a b c        

        运算有结合律 

     (3)因为 3 3 3 ,3 3 3a a a a a a        ,所以 3 为单位元. 

    (4)因为对于 aG, (3 ) 3 3,(3 ) 3 3a a a a a a a a          ,所以任一

元均有逆. 

 

2.（10 分） 找出模 6 的剩余类环的所有理想。 

  解:所有理想为([1])=Z/(6),([2])={[2],[4],[0]},([3])={[3],[0]} 

 

3.（10 分）证明：一个循环群一定是交换群。 

   证明:设 G 为循环群,生成元为 a,任取 G 中两个元素,据循环群的定义,此两个

元素必可表示成 ,k ta a (其中 ,k t Z )的形式.因此: 

               k t t k t ka a a a a   

   因此证得 G 为交换群. 

 

4.(15 分)证明: 假定 H 是 G 的子群，N 是 G 的正规子群，证明 HN 是 G 的子群。 

   证明:任取 , ( , , , )ab HN cd HN a c H b d N    ,则: 



       1 1 1( )ab cd abd c    

因为 ,b d N 且 N 为正规子群,所以 1bd N  且存在 ,h N 使得 1 1 1bd c c h   ,故: 

        1 1 1 1( )ab cd abd c ac h HN      . 

综上, HN 是 G 的子群. 

 

5.(15 分)证明：两个理想的交集还是一个理想。 

    证明:设 H,K 为环 R 的两个理想.任取 ,a b H K  .因为 H,K 为理想,它们关

于加法为群,所以 a b H K   ,故H K 关于加法为 R 的子群.另外,对于任意

c R , 据 H 为 理 想 . 有 ,ac H ca H  . 同 理 ,a c K c a K  . 总 之

,a c H K c a H K   .所以H K 为理想. 

     

6.(15 分)叙述在整环中因子、相伴元、素元与既约元的定义。并举一个既约元

的例子。 

答:整环 G 中若有三个元素 a,b,c,满足 a=bc,则称 b 为 a 的因子.若上式中 c 为可逆

元(单位),则称 a,b 相伴.若对于 G 中的某元素 a,a\bc,蕴含 a\b 或 a\c,则称 a 为素元.

若 a=bc 蕴含 b 或 c 为单位,则称 a 为既约元.例如整数环中 3 为既约元. 

 

7．(10 分)证明:整数环( ,+,  )与偶数环(A, +,  )同构(A 为偶数集). 

  证明:构造 到 A 的映射 f: 对于 中任意元素 a,f(a)=2a. 

  因为对 ,a b 但 a b ,有2 2a b ,即 ( ) ( )f a f b ,所以 f 为单射;又对于任一偶

数,必有 2k(k )的形式,故 f
-1

(2k)=k,所以 f 为满射. 

  最后:f(a+b)=2(a+b)=f(a)+f(b)所以同构. 

 

8.(10 分)判断在 2 中
4 1x  是否可约,如可约则将它完全分解. 

   解:将 1代入 4 1x  ,得 1+1=0,因此 4 1x  有因子(x+1),所以 4 1x  可约.完全分解: 

4 2 2 41 ( 1)( 1) ( 1)x x x x      . 
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